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Аннотация: рассматривается сингулярно возмущенная нелинейная краевая задача для 

дифференциального уравнения. Уравнение исследовано в случае, когда в решении имеется внутренний 

переходный слой. Предложен численный метод, основанный на вычислении функций, составляющих 

асимптотическое разложение решения. Показана сходимость и устойчивость метода.  
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1. Постановка задачи. 

Рассматривается сингулярно возмущенная нелинейная краевая задача для дифференциального 

уравнения второго порядка на отрезке: 
2 ( ) ( , ( )), 0 1

(0) , (1) .

y x F x y x x

y A y B

    


 
          (1) 

0 :   малый параметр. Такая задача может моделировать распространение звука в среде с малой 

вязкостью или распространение тепла в тонком стержне. 

Задача рассматривается в случае, когда F(x,y) нелинейно зависит от y и в ее решении ( , )y x   

имеется внутренний переходный слой – контрастная структура. Асимптотическое разложение решения 

подобной задачи по малому параметру получено в [1; 2]. Цель этой работы – получить приближенное 

решение (1) при малом , построив численное приближение нескольких первых функций из 

асимптотического ряда. 

Для наличия контрастной структуры типа ступеньки уравнение F(x,y)=0 должно иметь 3 корня; при 

этом на фазовой траектории эквивалентной (1) системы 
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          (2) 

должны быть два седла, соединенных сепаратрисами. Асимптотическое разложение задачи (1) в [2] 

построено при следующих условиях: 

1) 2( , )F x z  бесконечно дифференцируема в некоторой области G. 

2) Уравнение 2( , )F x z  = 0 имеет 3 корня ( ), 1, 2, 3; ( ) , 0 1i i iz x i x G x       

при этом 1 2 3( ) ( ) ( ).x x x     

3) 2( , ( )) 0, 1, 3; ( , ( )) 0, 0 1.z i zF x x i F x x x                (3) 

4) Существует решение уравнения I(x) = 0: 
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При выполнении условий (3) задача (1) будет иметь решение, обладающее пограничными слоями 

около точек x=0 и x=1 и еще внутренним переходным слоем вблизи 0x x , где решение быстро 

переходит из окрестности 1( )x  в окрестность 3 ( )x .  

Это решение имеет следующую структуру: 
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          (4) 

Для остаточного члена 
( )

1 ( , )nr x 

  справедлива оценка:  



( ) 1

1 ( , ) , 0 1,n

n n nr x M x M  

     не зависит от .  

В (4): 
*x  - внутренняя точка отрезка [0; 1], около которой происходит переход решения ( , )y x   с 

функции 
*

1 3( ) ( );x на x x  заранее неизвестно и вычисляется в виде ряда: 

* 2

0 1 2 0...,x x x x где x      из  (3);          (5) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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0 0 0

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ).
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(6) 

В (6): 
( ) ( )ku x

 - регулярные функции асимптотического ряда, 0 1 0( ) ( ); ( )ku x x Y   - функции 

пограничного слоя в окрестности точки 
( )

00, / , 0; ( )kx x QY       -  функции пограничного 

слоя в левой окрестности точки 
* *, ( ) / .x x x    

 Аналогично: 
( ) ( ) ( )

1( , ) ( ) ( , ) ( , )Y x U x RY QY         , 
( ) ( )ku x

 - регулярные функции 

асимптотического ряда при 
* ( )

0 3 1[ ;1], ( ) ( ); ( , )x x u x x RY    - функции пограничного слоя в 

окрестности точки 
( )

11, ( 1) / ; ( , )kx x QY       - функции пограничного слоя в правой 

окрестности точки 
* .x  

Теперь для получения приближенного решения задачи (1) с точностью 
1, 0,N

N NM N     надо 

вычислить с такой точностью функцию  
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          (7) 

При этом для достижения данной точности N  каждую из функций приближенного решения (7) 

надо вычислять с точностью  

/ , 0,1,..., .k

k N k N              (8) 

Построенная таким образом функция  ( , )h

NY x   будет равномерным по  на всем отрезке [0; 1] 

численным приближением решения задачи (1). При больших значениях N (N>3) реализация такого 

численного метода станет достаточно громоздкой; если же 0 3N  , его применение оправдано. 

2. Численное решение задач для регулярных и пограничных функций. 

Далее рассмотрим подробно вычисление с требуемой точностью левого приближения решения y(x,) 

– функции 
( ) ( , )h

NY x 
; функция 

( ) ( , )h

NY x 
 вычисляется аналогично. 

2.1. Вычисление регулярных функций.   

Уравнения для регулярных функций 
( ) ( )ku x

 в (6) получаем, приравнивая коэффициенты при 
k  в 

разложении  

2 ( ) ( ) *

0 0

( ) ( , ( )), 0 .k k

k k

k k

u x F x u x x x  
 

 

 

      При к=0 имеем 
( )

0( , ( )) 0,F x u x   согласно 

(3) выбираем 
( )

0 1( ) ( ).u x x   Далее, раскладывая функцию 1( , ( ) )F x x    

1

( ( ))k

k

k

u x




   в 

ряд по степеням , получим уравнения для следующих регулярных функций: 

( ) ( )

1 1 11: 0 ( , ( )) ( ). ( ) 0yk F x x u x u x       .          (9) 

( ) ( ) 2 ( )1
21 1 2 1 1 1 2 12 : ( ) ( , ( )) ( ) ( , ( )) ( ( )) . ( , ( )) ( ) ( )y y yk x F x x u x F x x u x F x x u x x                  

( ) ( ) ( ) (3) ( ) 31
61 1 3 1 1 2 1 13 : ( ) ( , ( )) ( ) ( , ( )) ( ) ( ) ( , ( )) ( ( )) .y y yk u x F x x u x F x x u x u x F x x u x                



( )

3 ( ) 0u x  . 

k=4:  
( ) ( ) ( ) ( ) 21

22 1 4 1 1 3 2( ) ( , ( )) ( ) ( , ( )) (2 ( ) ( ) ( ( )) )y yu x F x x u x F x x u x u x u x               

(3) 2 31
6 1 1 2 1( , ( )) (3 ( ) ( ) ( )).yF x x u x u x u x       

( ) ( ) 21
22 1 4 1 2( ) ( , ( )) ( ) ( , ( )) ( ( )) .y yu x F x x u x F x x u x         

Уравнения (9) для функций 
( )

2 ( )ku x
 не являются дифференциальными; входящая в них функция 

1 ( )x   известна точно; при n≥1 входящую в уравнение для 
( )

2 ( )ku x
 функцию 

( )

2 2 ( )ku x


  можно 

вычислить с требуемой точностью 2k  по стандартным формулам численного дифференцирования. Так 

будет получена с заданной точностью регулярная часть асимптотического разложения решения (4). 

Функции 
( )

2 ( )ku x
 вычисляем на отрезке 00 x x  , где  0x  известно из (3). 

2.1. Вычисление пограничных функций. 

А. Пограничные функции на левом конце отрезка. 

Пусть 0/ 0, ( ) ( ).k kt x Y t       Уравнения для пограничных функций ( )k t  получаем, 

приравнивая коэффициенты при 
k  в уравнении 

( ) ( )

0 0 0

( ) ( , ( ( ) ( )) ( , ( ( )).k k k

k k k k

k k k

t F t u t t F t u t      
  

 

  

       

При 
0  имеем задачу для 0 ( )t : 
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          (10) 

Уравнения для следующих пограничных функций ( ), 1k t k   будут линейными общего вида:  
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          (11) 

Здесь: 

1 1 1 0 1( ) (0) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )); (0, (0) ( )), (0, (0))y y x xG t t F M F M t F M F M M t M               ; 

2 21 1
2 22 1 2 1( ) ( (0) (0)) ( ( ) ( )) ( (0)) ( ( ) ( ))y y y yG t t u F M F M t F M F M                   

(12) 

2 21
2 1 1 1 1( ( ) ( )) (0)( ( ) ( )) (0) ( ) ( ) ( ) ( )x x xy xy yy xyt F M F M t F M F M t F M t F M t t                 

 

(Уравнения написаны с учетом: 1( ) 0u x  ). 

Уравнение для функции 0 ( )t  является нелинейным; его численное решение рассмотрим отдельно. 

Из условия (3) следует, что 1 0(0, (0) ( )) 0yF t k      по крайней мере при 0t t . Тогда, на 

основании метода дифференциальных неравенств [4], для функции  0 ( )t  справедлива оценка: 

0 ( ) ktt Ce  . Для получения численного решения (10) с точностью 0 N    из (8), задачу для 

0 ( )t достаточно решать на отрезке 00 t T  , где 0T  определяется из условия: 0

0

kT
e 

 , 

0 0ln(1 / ) /T k . При численном решении краевой задачи (10) сведем ее к задаче Коши для 

0 0( ) ( ( ), ( ))z t t t   . Для  ( )z t  имеем следующую систему уравнений: 

1 2

2 1 1 0 0 0

/

/ (0, (0) ), 0 , (0) ( (0), (0))

dz dt z

dz dt F z t T z




      

          (13) 



Легко найти первый интеграл (13):  

21
22 2 1 1 1 2 1 1 1/ (0, (0) ) / ( ) (0, (0) ) ( )z dz dt F z dz dt z t F z z t dt            

0

2 21
2 2 2 1 1 1 1 1 1

0 (0)

( ( ) (0)) (0, (0) ) ( ) (0, (0) )
z

z z F z z t dt F z dz 


        . 

Тогда 

0

0

2

0 1

(0)

( (0)) 2 (0, (0) )F z dz


    .          (14) 

Значение последнего интеграла можно без труда вычислить с требуемой точностью. Если для 

численного решения (13) применять какой-либо стандартный устойчивый метод порядка р, 1р  : 

многошаговый или метод типа Рунге-Кутта, то для его погрешности справедлива оценка [6]: 
( 1)

0 0( ) (0) exp( ) ( ) (exp( ) 1) / , 0h h p p

m m m m m mz t z z z t L h z t t L L t T         .          (15) 

Здесь  
h

mz  -  численное решение в точке mt mh ; L – норма матрицы  

2 1 1/ ( ( , (0, (0) ))f z f z F z    . Норма матрицы А, согласованная с нормой max( )i
i

z z , 

вычисляется по формуле: 
1

max( )
n

ij
i

j

L a


  . Для (13): 

1 1

[ (0), (0)]

0 (0, (0) )
/ max(1; max (0, ) )

1 0

z
z

z y

F z
f z и L F z






       
 
 

 ограничена при всех t.  

Погрешность численного решения в (15) 
1 2( ) h

m mz t z d d   . 

/

1 0 0 0 0 0(0) exp( ) (0) exp( ) (0)h h h L k

md z z t L z z T L z z         . Тогда 1 0 ,d   если  

1 /

0 0(0) h L kz z    , т.е. значение 
0 (0)  в (14) надо вычислять с точностью 

1 /

0

L k 
. 

( 1) ( 1)1
2 ( ) (exp( ) 1) ( ) exp( ).p p p p

m m m mL
d h z t t L h z t t L      Для функции 

( 1) ( )pz t
 

справедлива та же оценка, что и для  
( 1)

0 ( ) : ( ) , 1.p ktt z t e p    Тогда: при условии k≥L: для 

выполнения требования 2 0 ,d   шаг сетки выбирается только из условия необходимой точности: 

0

ph  ; если k<L и 2 exp(( ) )pd h L k t  , для выполнения  2 0 ,d   шаг сетки надо подчинить 

условию: 
1 ( )/ /

0 0 .p L k k L kh      

При этих условиях на шаг сетки для решения нелинейной задачи (13) можно использовать явный 

численный метод, не требующий при своей реализации решения на каждом шаге системы нелинейных 

уравнений. 

Краевые задачи для следующих пограничных функций ( ), 1k t k   (11) являются линейными; при 

этом для функций ( )kG t  в (12) легко получить оценку ( ) exp( / 2)kG t C kt  , такие же оценки на 

основании метода дифференциальных неравенств [4; 9] будут справедливы и для  ( ), 1k t k  . 

Численное решение подобного типа задач подробно рассмотрено в [5]. Путем построения неравномерной 

сетки задачу (11) надо свести к решению краевой задачи на отрезке; далее для вычисления ( )h

k t  можно 

использовать стандартную разностную схему второго порядка с шагом сетки kh , выбираемым только из 

условия требуемой точности (8): 
2

k kh  . Так же в [5] обоснована устойчивость такого численного 

алгоритма, позволяющая использовать значения ранее вычисленных пограничных и регулярных 

функций ( ), ( ), 0 1h h

i it u x i k    при формировании правой части и начальных условий для 

функции ( )h

k t . 

Так будет построена с требуемой точностью пограничная составляющая численного решения (7) 
( ) ( , )hy x 

на левом конце отрезка при х=0. 



Б. Пограничные функции слева от внутренней точки перехода. 

Здесь 
* *( ) / ,x x x    из (5), тогда 

*

0 1,x x x d    где   

2

1 1 2 ... ...k

kd x x x         . Уравнения для пограничных функций 
( ) ( ) ( )k kQY Q    в 

(6), получаем, приравнивая коэффициенты при 
к  в равенстве: 

( ) ( )

0 1 0 1 0 1 0 1

0 0 0

( ) ( , ( ( ) ( )) ( , ( ( )).k k k

k k k k

k k k

Q F x d u x d Q F x d u x d    
  

 

  

           

Здесь: 
( )

0 1 0 1 0 1 1 0 0 2

0

( , ( ( ) ( )) ( , ( ) ( ) ) ( )k

k k

k

F x d u x d Q F x d x Q d F M   






          

21
22 1 1 2 0 1 0 0( ) ( ) ( / / ) ( ) ...; ( , ( ) ( )),y xF M d F M d d x d y F M M x x Q              

( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )1
22 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 2 0 2 0 1( ) ( ) ... ( ( ) ( ) ...) ( ( ) ( ) ...)d u x d u x d u x u x d u x u x d                  

 
2

1 2... ( ) ( ) ...Q Q        . 

Аналогично:
( )

0 1 0 1

0

( , ( ( ))k

k

k

F x d u x d






  
21

22 1 1 2 0 1 0 2( ) ( ) ( ) ( / / ) ( ) ...; ( , ( )),y xF M F M d F M d d x d y F M M x x d                

( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )1
20 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 2 0 2 0 1( ) ( ) ... ( ( ) ( ) ...) ( ( ) ( ) ...) ...u x d u x d u x u x d u x u x d                 

  

Получим задачу для 0 ( ) :Q   

0 0 1 0 0

0 2 0 1 0 0

( ) ( , ( ) ( )), 0

(0) ( ) ( ), ( ) 0.

Q F x x Q

Q x x Q

   

 

      


   

          (16) 

Задачи для следующих пограничных функций снова будут линейными общего вида:  

0 1 0 0( ) ( , ( ) ( )) ( ) ( ), 0

(0) , ( ) 0.

k y k k

k k k
t

Q F x x Q Q H

Q q Q

     




        


 

          (17) 

Значения kq  определяются, приравнивая коэффициенты при 
к  в равенстве 

( ) * ( ) 2 * 2

0 1 2 2 2 0 1 2

0

( ) ( ( ...) (0)) ( ) ( ...)k

k k

k

Y x u x x x Q x x x x      


 



          . 

При к=1 имеем следующую задачу для 1 ( )Q  : 

1 0 1 0 0 1 1

1 1 2 0 1 0 1

( ) ( , ( ) ( )) ( ) ( ), 0

(0) ( ( ) ( )), ( ) 0.

y

t

Q F x x Q Q H

Q x x x Q

     

  


        


   

          (18) 

Задача (18) содержит неизвестный параметр 1x . Чтобы найти его, надо приравнять коэффициенты 

при 
к  в равенстве 

( ) * ( ) *( , ) ( , )Y x Y x     по (6): 

( ) * ( ) ( ) * ( )

0 0 0 0

( ) (0) ( ) (0)k k k k

k k k k

k k k k

u x Q u x Q   
   

   

   

      .          (19) 

В (19) при 
1  (с учетом 

( ) ( )

1 1( ) ( ) 0u x u x   ) имеем:  
( ) ( )

1 0 1 3 0 1( ) (0) ( ) (0)x Q x Q      . 

Подставляя в это равенство общий вид  решения задачи (18) для 
( )

1 ( )Q 
 и аналогичной задачи для 

( )

1 ( )Q 
, можно получить уравнение для 1x . В [2] для 1x получена следующая формула: 



3 0

1 0 2 0 1 0

3 0

1 0

( )

1/2

0 0

( ) ( ) ( )

1 ( )

0

( )

( , ) (2 ( , ) )

( , )

x z s

x

x x x

x

x

x

F x z F x p dp ds dz

x

F x z dz



  






 

 
  

 



  



.          (20) 

Знаменатель этой дроби не равен нулю в силу (3) и для реализации нашего численного метода  1x  

можно определить из (20) с требуемой  в (8) точностью 1 . При к>1 задача для ( )кQ   содержит 

коэффициенты , 1ix i k   для вычисления кx  надо приравнять коэффициенты при 
к  в (19). 

Задача (16) для 0 ( )Q   полностью аналогична задаче (10) для 0 ( )t . При     имеем оценки: 

0 1 0 0 0( , ( ) ( )) 0, ( ) exp( )yF x x Q k Q c k         . Получить численное решение (16) с 

требуемой точностью  0  можно вышеописанным методом вычисления 0 ( )t . Также при к=1: после 

определения 1x  задача (18) аналогична задаче (11) для 1 ( )t ; для функции 1 ( )H   справедлива оценка: 

1( ) exp( / 2)H C k   , такая же оценка выполняется и для 1 ( )Q  . Далее получить численное 

решение (18) можно по схеме из [5]. Этим же методом после определения кx  можно вычислить с 

требуемой точностью функции  ( )кQ  , k>1. Так будет определена с требуемой точностью N  по 

формуле (7) функция 
( ) ( , )h

NY x 
 - численное приближение решения задачи (1) слева от точки перехода

*0 .x x   Функцию   
( ) *( , ), 1h

NY x x x    можно получить аналогичным образом, взяв за 

начальное приближение 0 3( ) ( )u x x . Обобщение результатов этого раздела приведем в следующей 

теореме. 

Теорема 1. Функция ( , )h

NY x  , полученная по формулам (7) – (8) является на всем отрезке 0 1x 

численным решением задачи (1), (3), удовлетворяющим условию: 
1

0 1
max ( , ) ( , )h N

n N
x

y x Y x M   

 
  , 

N = 0; 1; 2. Константа NM  не зависит от . 

3. Вопросы практической реализации. 

В ходе реализации численного метода основные затраты приходятся на вычисление пограничных 

функций. Число арифметических действий, которые потребовались для вычисления функций 

0 0( ), ( )t Q    при решении системы вида (13): 

/

0 0 0 0 0/ , , 1; ln(1 / ).L kpn T h где h p T     Метод вычисления пограничных функций 

( ), ( ), 1к кt Q k  , описанный в [5], требует число действий 1 / ,k k k kn h h   . Тогда общее 

число действий 0( )kn O n n  . 

Традиционные численные методы решения сингулярно возмущенной краевой задачи на отрезке 

требуют при своей реализации условия ( , ) 0yF x y  , которое в нашем случае (условия (3)) не 

выполнено. При решении нелинейной задачи методы обычно имеют первый порядок сходимости O(h), 

реже: 
2( ln(1 / ))O h h   [3; 7; 8]. Далее, в случае решения нелинейной задачи эти методы приводят к 

системе нелинейных алгебраических уравнений большой размерности 1/ 1/m h  . Решать такую 

систему надо итерационным методом, где число итераций 1 /  : велико при малом . Таким 

образом,  здесь для нелинейной задачи общее число действий (1 / ) (1 / )n    .  

В нашем случае реализация численного метода оказалась проще. 

В заключении отметим еще одно полезное свойство вышеописанного численного алгоритма. 

Функции ( ), ( ), ( )h h h

k k ku x t Q  , составляющие численное решение ( , )h

NY x   в (7), не зависят от . Это 

позволяет, один раз вычислив  0( , )h

NY x  , использовать эти же функции   ( ), ( ), ( )h h h

k k ku x t Q   для 



получения численных решений серии задач (1), (3) при различных значениях малого параметра 0  , 

легко проводить сравнительный анализ в моделях распространения звука или тепла. 
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