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Аннотация: в статье исследуется обратная задача переноса с малым параметром, где требуется 

нахождение неизвестной функции распределения и восстановления неизвестного коэффициента в 

правой части в банахово пространстве CW  и весовом пространстве 
*

2

hW . Фактически,  здесь развиваем 

теорию кинетических нагруженных уравнений типа Каца, считая, что частота столкновений h  

ограниченно-неотрицательная и интегрируемая функция в 
3R , а электростатическое ускорение 

0 consta  . Кроме того, излагаемый метод решение задачи переноса позволяет оставаться в 

исходных координатах. 

Ключевые слова: задача переноса, функция распределения, трехскоростная обратная задача, малый 

параметр, гладкие функции. 

 

Введение 

Основа современной математической теории задач о переносе частиц заложена, как известно, в 

работах [1 - 6, 9, 10, 13] и др., где было выявлено то, многообразие проблем, которые предстояло решить. 

В этих работах излагаются односкоростные и многоскоростные задачи теории переноса. 

Сформулированы теоремы существования: на основе вариационных методов, на основе метода введение 

функциональных пространств с дифференциально-разностными характеристиками, на основе 

специальных функций, позволивший получить ряд оценок о свойствах решения и др. 

Известно, что теория возмущенных задач переноса [4,8,11] отличается от теории сингулярно-

возмущенных задач [7,14], причем выбор пространства зависит от функции h  и при 0  порядок 

уравнения в задаче переноса не меняется. Поэтому, в качестве развития этого направления, здесь 

рассматриваем нагруженную трехскоростную обратную задачу переноса типа Каца с малым параметром. 

При этом требуется доказать разрешимости изучаемой задачи с учетом тех условий, которые 

накладываются на 0h   и установить близость решений возмущенного и вырожденного уравнений в 

тех или иных пространствах.  

Пусть исследуется задача переноса вида 
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(0,1)  малый параметр. Чтобы, ответить на поставленные вопросы, сперва докажем 

разрешимость задачи (1)–(3) в ( ){ }1,1,1,1

1 0, : , [0, ]CW f V f C V C T= О W О  - пространство функций 

( , )f V  с нормой: 
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Далее, установим близость решений ( , )f V   к ( , )f V , когда 𝜀 → 0 в смысле нормы пространства 

CW . Поэтому результаты данной работы состоит из двух пунктов. 

В первом пункте исследуем разрешимости задачи (1)–(4) в CW , а во втором пункте докажем близость 

решений возмущенной и вырожденной задачи в этом классе функций. 

I. Рассмотрим задачу (1) – (3). Следовательно, используем преобразование вида [8,11]: 
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Тогда с учетом (*) и (**) из (1) следует 
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   (6)       

 Лемма 1. При условиях (2)-(4) уравнение (6) является составным представлением проблемы (1) - (3). 

 Доказательство. На основе (6) и дифференцируя последовательно по  и ,ix  получим t
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И как результат, подставляя (7) в (1), получим тождество. Лемма 1 доказана. 

Отметим, что уравнение (6) содержит две неизвестные функции ( , )f V  . Поэтому, принимая во 

внимание (3) и далее, дифференцируя (6) по , выразим неизвестный коэффициент , т.е. получим 

систему в виде 
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Замечание 1. При выполнении условий теоремы 1 задача (1) – (3) разрешима в 
CW . Следовательно, 
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Теорема 2. В условиях (1)-(4), (9) и (12), (14)  обратная задача (1)–(3) имеет единствен-ное решение в 
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*

2

hW . 
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II. Чтобы доказать 

          (15) 

в CW , поступим, следующим образом, т.е. учитывая результаты теоремы 1 и предполагая, что 

вырожденная задача:  
3

0 1 2 3

1

( ) ( , , , ),i

i i

f f
a h f V t F x x x t

t x

 
  

 


          

(16) 

3

0 1 2 3 1 2 30

0 0 0

1 2 3 0

( , , ), ( , , ) ,

( , , , ) ( ), [0, ],

t
f f x x x x x x R

f x x x t t t T


   


             

(17) 

разрешима в CW , устанавливаем близость решений ( , )f V   к ( , )f V , когда 𝜀 → 0 в смысле 

нормы пространства CW . Действительно, для этого учитывая результаты формулы (6), имеем 

3 3
/ / / /

0 1 1 2 2 3 3

1 10 ( )

1 1
( , , )exp ( ) exp ( )

i i

i i i i

x xt

i i i i i i

i ii ix a t x a t s

f f x a t x a t x a t x dx x dx
a a

 
   

   
          

   
   
   

 

 1 1 2 2 3 3 2 1 2 3( ) ( ( ), ( ), ( ); ) ( [ ]) , , , .V s F x a t s x a t s x a t s s ds H V x x x t       

     

 

(181) 

Следовательно, с учетом (17) из (6) для решения обратной задачи получается система двух уравнений  

   

 

2 1 2 3 1 2 3 1

0 0 0 1

1 2 3 1 3 0

0

( [ ]) , , , , , , , ,

( ( , , , )) [ ( ) ( , ) ( ) ] ( [ ]) , [0, ],

t

f H V x x x t x x x t

V F x x x t f t K t s V s ds H V t t T

   



    



  

 

(182) 

где 
0

0

0

0

3 3
0 0 0 / / 0

1 0 1 1 2 2 3 3 0 1

1 1

3 3
0 0 / / 0

1 2 2 3 3

1 1

3

1

1
( ) ( ) ( , , )exp ( ) (

1
, , )exp ( ) [ ( )],

1
( , ) exp

i

i

i i

i

i i

x

i l i i i

i i i x a t

x

i i i i i i

i ii x a t

i i

f t t a f x a t x a t x a t x dx f x
a

a t x a t x a t x dx x a t
a

K t s
a

 

 

  

 



 
         

 
 

 
      
 
 

 

  

 



0

0

3
/ / 0 0 0

1 1 2

1( )

3
0 0 0 0

2 3 3 1 1 2 2 3 3

1

0 0

( ) {[ ( ( ))] ( ( ),

( ), ( ); ) ( ( ), ( ), ( ); )},

;    ( ),   ( 1,3).

i

i i

i

x

i i i i i i

ix a t s

i h

i

i i i i i i

x dx x a t s F x a t s x

a t s x a t s s a F x a t s x a t s x a t s s

l x a t h x a t s i

 
 












 
       
 
 

          

     

















 

Отсюда видно, что второе уравнение (182) является уравнением Вольтерра второго рода, поэтому 

разрешимо в классе непрерывных функций. Тогда имеет место теорема вида: 

 Теорема 3. Обратная задача (16), (17) разрешима в классе функций CW , так как система (18) разрешима 

в CW . 

Далее, учитывая результаты теоремы 1 и 

1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , , ) ( , , , ) ( , , , ),

( ) ( ) ( ),

f x x x t f x x x t x x x t

V t V t t

 

 





 


        

(19) 

   VfVf ,,
0
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1 2 3

0 0 0

1 2 3

(0) 0,

( , , ,0) 0,  

( , , , ) 0,

x x x

x x x t













 





          

 

(20) 

из задачи (1) – (3) получим 
3 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 1

* * * * * *3
1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1

1 2 3 1

( ( )) ( , , , ) ( ) ( , , , ) ( , , , )

( ( , , , ) ( , , , ))
( , , , ) ( ( , , , ) ( , , , ))[ ],

( , , , ) .

i i i

i ii

i i

a x x x x t t F x x x t h x x x t
t x

x x x t f x x x t
x x x t x x x t f x x x t

x

x x x t

 
 


 

 
  


  

 



 
    

 

 
  



 

 



 (21) 

Воспользуясь системой (8) из задачи (20), (21) имеем 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0 1 2 3

1 2 3

( [ , , , , ])( , , , ),

( [ , , , , ])( , , , ),( 1,3),

( ) ( [ , , , , ])( ),

i

x x x

x i x x x

x x x

H x x x t

H x x x t i

t H t

     

     

     

     

     

     

 


 


      

(22) 

здесь 

 
1 2 3

3
/ /

0 1 2 3 1

10 ( )

1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1
( [ , , , , ]) , , , exp ( ) { ( ) (

( ), ( ), ( ); ) ( ( ), ( ), ( ); )

( ( ), ( ), (

i

i i

xt

x x x i i i

i i x a t s

H x x x t x dx s F x
a

a t s x a t s x a t s s h x a t s x a t s x a t s s

x a t s x a t s x a t

     



      



  

 
   

 
 

             

     

 

1 2 3

1 1 2 2 3

3 1 1 2 2 3 3

* * * * * *3
1 2 3 1 2 3

1

3

1 2 3

10

); ) [ ( ( ), ( ),

( ); ) ( ( ), ( ), ( ); )]

( ( , , , ) ( , , , ))
[ ]} ,

1
( [ , , , , ])( , , , ) exp

i

i i

t

i x x x i

i i x a

s s x a t s x a t s x

a t s s f x a t s x a t s x a t s s

x x x s f x x x s
ds

x

H x x x t
a





    

 



     



 

      

         

 




 




/ /

( )

3

1 1 2 2 3 3

1

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3

3 1 1

( )

1
{[ ( ( ) ( ( ))]( ( ) ( ( ), ( ), ( ); )

( ( ), ( ), ( ); ) ( ( ), ( ),

( ); ) [ ( ( ),

i

i

x

i i

t s

i i i i i

i i

x dx

x x a t s s F x a t s x a t s x a t s s
a

h x a t s x a t s x a t s s x a t s x a t s x

a t s s x a t s







  



 





 
 

 
 

           

           

    





2 2 3 3 1 1 2

* * * * * *3 3
1 2 3 1 2 3

2 3 3 1

1 1

3

1 2 2 3 3 1 1 2 2 3

1

( ), ( ); ) ( ( ),

( ( , , , ) ( , , , ))
( ), ( ); )] [ ]) ( ) (

( ), ( ), ( ); ) ( ( ), ( ),

i

i

l

i ii

l

i

x a t s x a t s s f x a t s x

x x x s f x x x s
a t s x a t s s s F x

x

a t s x a t s x a t s s h x a t s x a t s x







 



       

 
      



           



 


3

3 1 1 2 2 3 3 1 1 2

1

( ); ) ( ( ), ( ), ( ); ) ( ( ),
i

a t s s x a t s x a t s x a t s s h x a t s x
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2 3 3 1 1 2 2 3 3

3

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2

1

* * * * * *3
1 2 3 1 2 3

3 3

1

( ), ( ); ) ( ( ), ( ), ( ); )

[ ( ( ( ), ( ), ( ); ) ( ( ), ( ),

( ( , , , ) ( , , , ))
( ); ))] [

i

i i

l

l l

i

i i

a t s x a t s s x a t s x a t s x a t s s

x a t s x a t s x a t s s f x a t s x a t s

x x x s f x x x s
x a t s s

x









 







          

           

 
  





1 2 3

0

0

* * * * * *3
0 0 0 1 1 2 3 1 2 3
1 2 3

1

3 3
/ / 0

1 10 ( )

]} , ( 1,3),

( ( , , , ) ( , , , ))
( [ , , , , ])( ) ( ( , , , )) { [ ( )[ ]

1
exp ( ) {[ ( ( ))]( ( )

i

i i

x x x

i i

xt

i i i i i i

i ii x a t s

ds i

x x x s f x x x s
H t F x x x t t

x

x dx x a t s s F
a


    




     

  





  



 
  



 
     
 
 





  
0 0

1 1 2

* * * * * *
0 1 2 1 2

2 3 3

1

0 0 0 0 0 0

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3

0

3 1 1

( ( ),

( ( , ,..., , ) ( , ,..., , ))
( ), ( ); ) [ ]

[ ( ( ), ( ), ( ); ) ( ( ), ( ),

( ); )] ( ( ),

n
n n

i i

x a t s x

x x x s f x x x s
a t s x a t s s

x

x a t s x a t s x a t s s f x a t s x a t s x

a t s s h x a t s x












  

 
     



            

    



0 0 0 0

2 2 3 3 1 1 2

3
0 0 0 0

2 3 3 1 1 2 2 3 3

1

3
0 0 0 0 0

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2

1

( ), ( ); ) ( ( ),

( ), ( ); )) ( ) ( ( ), ( ), ( ); )

( ( ), ( ), ( ); ) ( ( ), ( )

i

i

i l

i

i l

i

a t s x a t s s x a t s x

a t s x a t s s s a F x a t s x a t s x a t s s

a h x a t s x a t s x a t s s x a t s x a t s

















      

           

          



 0

3

3
0 0 0 0 0

3 1 1 2 2 3 3 1 1 2

1

3
0 0 0 0

2 3 3 1 1 2 2 3 3

1

3
0 0

1 1 2 2 3

1

,

( ); ) ( ( ), ( ), ( ); ) ( ( ),

( ), ( ); ) [ ( ( ), ( ), ( ); )

( ( ), ( ),

i

i

i

i l

i

i l

i

i l

i

x

a t s s a h x a t s x a t s x a t s s x a t s x

a t s x a t s s a x a t s x a t s x a t s s

a f x a t s x a t s x







 









           

           

    






* * * * * *3

0 1 2 3 1 2 3
3

1

( ( , , , ) ( , , , ))
( ); )][ ]} ]}

i i

x x x s f x x x s
a t s s ds

x







































  
  






 

Далее, оценивая (22) в смысле CW , при этом учитывая 

0

3

1

1,
iH H H

i

L L L d


              (23) 

где
 0

, , , ( 1,3)
iH H H

L L L i    коэффициенты Липшица операторов 
0, , ,( 1,3),iH H H i 

 
получим 

1

1 0 ( 1)

3
1

1 , 1 , 1 , 1 0 ( 1)
1

0,

0,
i i

m

m m d

m

m m x m x m m dC CC
i

E d E

E d E          



  



     


  



       


  

3

0

1

,
ixC CC

i

E     



  




          

(24) 

так как 
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

, 1 0 , , , , , 1 2 3

, 1 , , , , , 1 2 3

, 1 , , , , ,

( [ , , , , ])( , , , ),( 1,2,...),

( [ , , , , ])( , , , ),( 1,3),

( ) ( [ , , , , ])( ).

i

m m m x m x m x m

x m i m m x m x m x m

m m m x m x m x m

H x x x t m

H x x x t i

t H t

     

     

     

     

     

     







  


 



                            

(25) 

Тогда система (22) решена в ,CW  причем, , 1 , 1{ }, { }m m     построены методом 

последовательных приближений: где 
0 0( 0, 0)     начальные приближения, при этом 

 
1 2 3 1 2 3, , , , , 1 2 3 1

3

0

1

1

0 0 00

[ , , , , ] [ , , , , ], , , , ,

,

(1 ) 0,(0 const).

i

m m x m x m x m x x xm

xC CC
i

x x x t

E

E d Q Q

         

  



         

  











  



  

     



 

 

(26) 

Следовательно  

 1 2 3 10
( , ) (0,0), , , , .x x x t  
 


  

          
(27) 

Теорема 4. В условиях теорем 1, 3 и (27), устанавливается близость решений ( , )f V   к ( , )f V в 

смысле CW , когда 𝜀 → 0. 
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