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Аннотация: в работе изучаются вопросы регуляризации линейного интегрального уравнения Вольтерра 

первого рода с дифференцируемым ядром, которое вырождается в начальной точке диагонали. В 

предположении существования решения в пространстве непрерывных функций рассматриваемое 

уравнение сводится к интегральному уравнению Вольтерра третьего рода, на основе которого получен 

регуляризирующий оператор. Доказана равномерная сходимость регуляризованного решения к точному 

решению интегрального уравнения Вольтерра первого рода, получены оценка допускаемой погрешности 

и условия единственности решения исходного уравнения в шаре непрерывных функций. 
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Abstract: in this paper, we study the regularization of a linear Volterra integral equation of the first kind with a 

differentiable kernel that degenerates at the initial point of the diagonal. Under the assumption of the existence 

of a solution in the space of continuous functions, the equation under consideration reduces to the Volterra 

integral equation of the third kind, on the basis of which a regularizing operator is obtained. The uniform 

convergence of the regularized solution to the exact solution of the Volterra integral equation of the first kind is 

proved, an estimate of the admissible error and the uniqueness condition for the solution of the initial equation 

in the ball of continuous functions are obtained. 
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Рассмотрим линейное интегральное уравнение Вольтерра первого рода 

             

 

 

                                                   

где для заданных функций         и            выполняются   условия: 

а)                ,                                           
                     неубывающая функция   
б)               ,                            ,               

                                                  
В данной постановке изучается возможность регуляризации линейных интегральных уравнений 

Вольтерра первого рода путем сведения к интегральному уравнению Вольтерра третьего рода. 

Регуляризации линейных интегральных уравнений Вольтерра первого рода посвящены работы [2-4]. 

Обоснование регуляризируемости линейных интегральных уравнений Вольтерра третьего рода 

проведены в [1, 5]. 

Действуя оператором          ,  где I – тождественный оператор, D – оператор 

дифференцирования по х, T - оператор Вольтерра вида 

                    

 

 

 

из уравнения (1) получим интегральное уравнение Вольтерра третьего рода 



 

 

 
 

                      

 

 

              

 

 

  

          

 

 

              

 

 

                                            

где                       

Используя формулу Дирихле в уравнении (2) и прибавив в обе части (2) интеграл              
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привходим к уравнению 

                                             

 

 

 

 

 

                             

 

 

 

 

                                               

Рассмотрим уравнение с малым параметром     из интервала (0,1)  

                   

 

 

                         

 

 

          

                  

 

 

                   

 

 

                                              

Посредством резольвенты: 
    

      
      

    

      

 

 
   , ядра   

    

      
   уравнения (4) приведем к 

следующему виду 

       
 

      
       

    

      

 

 

   
    

      

 

 

           

 

 

  

                                  

 

 

            

 

 

     

 
 

      
                  

 

 

                   

 

 

  

         

 

 

                       

Вносим эквивалентное изменение и перепишем это уравнение в виде 

       
 

      
       

    

      

 

 

   
    

      
 

 

 

 

                          

 

 

                         

 

 

            

                  

 

 

        

 

 

           

 

 

       

 

 

            

 
 

      
      

    

      

 

 

                     

 

 

          

   
                

 

 

              

 

 

       

Используя свойство аддитивности интеграла, получим уравнение  

       
 

      
       

    

      

 

 

   
    

      

 

 

  



 

 

 
 

                  

 

 

                                

 

 

  

                  

 

 

       

 

 

            

 

 

 

         

 

 

                     
 

      
  

       
    

      

 

 

                     

 

 

          

   
                

 

 

              

 

 

                                     

Введем обозначения 

                                                                 
Пусть                          .  Оценим разность операторов 

                     Тогда имеем 

                       
 

      
       

    

      

 

 

   
    

      

 

 

   

                                   

 

 

                   

 

 

 

                                               

 

 

         

 

 

  

                 

 

 

                 

 

 

                    

 

 

 

           

 

 

                         

 

 

                 

 

 

       

  
 

      
      

    

      

 

 

                      

 

 

                    

                             

 

 

         

 

 

  

    
                 

 

 

                 

 

 

                                                       

Произведем оценки: 

     
 

      
       

    

      

 

 

   

 

 

    

      
                 

 

 

    

                                                      

 

 

     
 

      
  

        
    

      

 

 

   
    

      
                  

 

 

 

        
    

      

 

 

    
    

      

 

 

  
    

       
  

 

 

      



 

 

 
 

 
          

  
                  

 

 

  

где         
 

                 коэффициент Липшица функции         по аргументу x; 

     
  

      
       

    

      

 

 

   
    

      

 

 

                    

 

 

   

        

 

 

                                    

 

 

            

 

 

   

 
      

      
       

    

      

 

 

   
    

      
 

    

  
  

 

 

   

 

 

 

                   

 

 

         
                    

 

 

        
 

          

      
  

      
       

    

      

 

 

   
    

      

 

 

                 

 

 

 

 

 

   

                            

 

 

         

 

 

                        

 
      

      
                            

    

      

 

 

   
    

      

 

 

  

  
    

  
  

 

 

           
                         

где                              
       

                 

     
 

      
      

    

      
  

 

 

                 

 

 

                    

 
       

      
        

    

      
  

 

 

       

 

 

                   

 
       

      
     

 

      
       

 

 

  
    

  
  

 

 

                

 

 

    

               
                     

 

 

 

     
  

      
      

    

      

 

 

                       

 

 

   

         

 

 

                          

 

 

                  

 

 

   

 
     

   
                   

 

 

      

В результате произведенных оценок 1) -5), из (6) получим следующее неравенство 
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Переходя к норме в обеих частях неравенства (7), имеем    

                                                                  

где                              
  

. 

Если имеют место условия      и 
                                                                  (9) 

то уравнение (4) имеет единственное решение [7, с. 392], в        . 
Теорема. Пусть выполняются условия а), б),      и уравнение (1) имеет решение              

Тогда при      решение уравнения (4) равномерно сходится к решению уравнения (1), причем  имеет 

место  оценка 

                         
                                       

где             
        

                          

Доказательство.    помощью подстановки 

                    (10) 

из (3) и (4) получим 

                   

 

 

                         

 

 

          

                  

 

 

                       

 

 

        

 

 

 

 

 

                         

Это уравнение, используя резольвенту          
    

      
      

    

      

 

 
    ядра   

    

      
   

преобразуем к следующему виду  

       
 

      
       

    

      

 

 

   
    

      
           

 

 

  

 

 

 

                                       

 

 

  

           

 

 

       

 

 

                         

 

 

       

 

 

 

          

 

 

       

 

 

                        

 

 

       

 

 

  

                  
 

      
      

    

      

 

 

     

                   

 

 

                   

 

 

       

 

 

         

   
               

 

 

              

 

 

                                    

Используя (7) из (11) получим следующую оценку 

                                                

          
 

      
      

    

      
  

 

 

              

 
 

      
       

    

      
  

 

 

 
    

      
           

 

 

                       

При выполнении условий а) - в) и              для          имеет место оценка [1] 

                                                           (13) 

где             
        

                           



 

 

 
 

Тогда 

                    
                                      

 ледовательно, учитывая (10), при     функция            равномерно. Теорема доказана.  

Следствие. При выполнении условий теоремы решение уравнения (1) единственно в       . 
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