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Аннотация: в статье кратко описывается интегрирование нецелого порядка и распределенного 

порядка. Рассматривается пример интеграла распределенного порядка, когда распределение порядка 

интегрирования является непрерывным равномерным распределением. Показывается, что этот 

интеграл выражается через интеграл континуального порядка, предложенный А.М. Нахушевым. 

Показывается необходимость дальнейшего изучения интегралов распределенного порядка методами 

теории вероятностей, и описания свойств этих интегралов для непрерывных распределений 

положительной случайной величины, в качестве которой выступает порядок интегрирования. 

Ключевые слова: теория вероятностей, дробный интеграл, интеграл нецелого порядка, интеграл 

распределенного порядка, непрерывное равномерное распределение. 

 

PROBABILITY THEORY AND INTEGRALS OF DISTRIBUTED ORDER 

Tarasova S.S.1, Tarasov V.E.2 

 

1Tarasova Svetlana Semenovna - PhD in Technical Sciences, Associate Professor,  

DEPARTMENT OF THEORY OF PROBABILITY AND COMPUTER MODELING,  

MOSCOW AVIATION INSTITUTE  

NATIONAL RESEARCH UNIVERSITY; 
2Tarasov Vasily Evgen’evich – Leading Researcher, Doctor of Physical and Mathematical Sciences, 

SKOBELTSYN INSTITUTE OF NUCLEAR PHYSICS  

LOMONOSOV MOSCOW STATE UNIVERSITY,  

MOSCOW 

 

Abstract: in the paper we describe the integration of non-integer order and distributed order. An example of 

distributed-order integral is considered, when the distribution of the order is continuous uniform distribution. It 

is shown that this integral is expressed in terms of the integral of continuum order proposed by A.M. Nakhushev. 

The necessity of further study of the distributed-order integrals by the methods of probability theory and the 

description of the properties of these integrals for continuous distributions of positive random variable, which is 

the order of integration, is shown. 
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В современной математике, помимо производных и интегралов целого порядка, известны интегралы 

нецелого порядка. Например, n-кратным интегралом называется выражение 

(Ia
nf)(x): = ∫ dx1 ∫ dx2 … ∫ dxnf(xn)

xn−1

a

x1

a
,

x

a
           (1) 

где n - положительное целое число. Известна формула для n-кратного интегрирования [1, c. 41], 

позволяющая записать интеграл (1) в виде 

(Ia
nf)(x) =

1

(n−1)!
· ∫ (x − τ)n−1f(τ)dτ

x

a
.           (2) 

Используя гамма-функцию (n − 1)! = Γ(n), формула (2) может быть аналитически продолжена на 

нецелые значение n: 

(Ia
αf)(x): =

1

Γ(α)
· ∫ (x − τ)α−1f(τ)dτ

x

a
,           (3) 

где a < x < b. Выражение (3) называется дробным интегралом Римана-Лиувилля порядка α > 0, [1, c. 

42]. Функция f(x) предполагается измеримой на интервале (a, b) и удовлетворяющей условию 

∫ |f(x)|dx < ∞
b

a
. Интеграл Римана-Лиувилля (3) для порядка α = 1 совпадает со стандартным интегралом 

(Ia
1f)(x) = ∫ f(τ)dτ.

x

a
           (4) 

Отметим, что для положительных целых значений α = n интеграл Римана-Лиувилля совпадает с n-

кратным интегралом (2).  



В общем случае параметр α может быть распределен на интервале [α1, α2], где распределение 

описывается весовой функцией ρ(α). При этом предполагается, что функция ρ(α) удовлетворяет условию 

нормировки 

∫ ρ(α)d
α2

α1
α = 1.          (5) 

Функция ρ(α) описывает некоторое распределение параметра порядка на положительной полуоси.  

Отметим, что концепция интегрирование и дифференцирования распределенного порядка была 

предложена М. Капуто в 1995 году [2], и затем развита в работах других авторов (например, см. [3, 4, 5, 

6, 7]).  

Используя дробный интеграл Римана-Лиувилля порядка α > 0, мы можем определить дробный 

интеграл распределенного порядка в виде 

(Ia;ρ(α)
[α1,α2]

f) (x) ≔ ∫ ρ(α) · (Ia
αf)(x)d

α2

α1
α,           (6) 

где ρ(α) удовлетворяет условию нормировки (5) и α2 > α1 > 0. В уравнении (6) интегрирование по x 

и α можно переставить для широкого класса функций f(x). В результате уравнение (6) можно записать в 

виде 

(Ia;ρ(α)
[α1,α2]

f) (x) = ∫ Mρ(α)
[α1,α2]

(x − τ) ·
x

a
f(τ)dτ,            (7) 

где ядро Mρ(α)
[α1,α2]

(x − τ) определяется формулой 

Mρ(α)
[α1,α2]

(x − τ) = ∫
ρ(α)

Γ(α)
· (x − τ)α−1d

α2

α1
α.          (8) 

Использование условия нормировки для весовой функции ρ(α) позволяет интерпретировать ее как 

плотность вероятности для случайной величины α>0. Это открывает возможности для применения 

методов теории вероятностей для описания интегралов распределенного порядка, рассматривая 

различные распределения. Простейшим распределением является непрерывное равномерное 

распределение. Для рассмотрения такого распределения, мы можем определить весовую функцию в виде 

ρ(α) = {
1

α2−α1

0

 α ∈ [α1, α2]

 α ∉ [α1, α2]
           (9) 

где α2 > α1 > 0. В этом случае ядро (8) интешрала (7) принимает вид 

MCUD
[α1,α2]

(x) = W(α1, α2, x),          (10) 

где мы использовали функцию 

W(α, β, x) ≔
1

(β−α)·x
· Vi(α, β, x) =

1

(β−α)·x
· ∫

xξdξ

Γ(ξ)

β

α
.          (11) 

В результате получаем дробный интеграл равномерно распределенного порядка в виде 

(Ia;UDO
[α,β]

f) (x) =
1

β−α
· ∫ (Ia+

ξ
f) (x)

β

α
dξ = ∫ W(α, β, x − τ) · X(τ)dτ

x

a
,          (12) 

где β > 𝛼 > 0. Аналогично можно определить производные равномерно распределенного порядка. 

Отметим, что полученный интеграл равномерно распределенного порядка может быть выражен через 

интеграл континуального порядка, предложенный А.М. Нахушевым в 1998 году [8]. Отличие интеграла 

равномерно распределенного порядка от интеграла континуального порядка состоит только в числовом 

множителе 1 (β − α)⁄ . Свойства интегралов континуального порядка и обратных операторов описаны в 

работах А.Н. Нахушева [8, 9] и А. В. Псху [10, 11]. В результате, используя эти свойства можно описать 

свойства дробного интеграла равномерно распределенного порядка.  

Представляет интерес рассмотрение дробного интегрирования распределенного порядка для 

распределений порядка интегрирования как случайной величины. Основной интерес представляют 

непрерывные распределения для положительной случайной величины [12, 13, 14]. Перечислим 

некоторые из таких распределений. 

Экспоненциальное распределение c функцией плотности 

ρ(α) = {
 λ · exp (−λ · α)

0
 α ≥ 0
 α < 0

          (13) 

Это непрерывное распределение моделирует время между двумя последовательными свершениями 

одного и того же события. 

Бета-распределение с функцией плотности вида 

ρ(α) =
1

B(a,b)
· αa−1 · (1 − α)b−1,          (14) 

где a>0 и b>0 – коэффициенты формы, B(a, b) = Γ(a) · Γ(b) Γ(a + b)⁄  – бета-функция Эйлера. Бета-

распределение используется для описания случайных величин, значения которых ограничены конечным 

интервалом α ∈ [0,1] или α ∈ (0,1).  

Распределение Вейбулла, плотность которого имеет вид 

ρ(α) = { 
k

λ
· (

α

λ
)

k−1

exp (− (
α

λ
)

k

)

0

 α ≥ 0
 α < 0

          (15) 



где λ – коэффициент масштаба, k – коэффициент формы.  

Логнормальное распределение с плотностью 

ρ(α) =
1

α·σ·√2π
· exp (−

(ln α−μ)2

2·σ2 ),           (16) 

где σ>0, μ ∈ (−∞, ∞) и α > 0. 

Гамма-распределение, которое задается плотностью 

ρ(α) = { 
αk−1

θk·Γ(k)
· exp (−

α

θ
)

0

 α ≥ 0
 α < 0

          (17) 

где θ – коэффициент масштаба, k – коэффициент формы. Если k целое число, то распределение (17) 

также называется распределением Эрланга. 

Распределения Парето c функцией плотности вероятности 

ρ(α) = { 
k·αm

k

αk−1

0

 α ≥ αm

 α < αm
          (18) 

где αm > 0 – коэффициент масштаба, k>0 – коэффициент формы, α ≥ αm. Вне экономической теории 

распределение Парето также называется распределением Брэдфорда. 

Распределение Рэлея с функцией плотности 

ρ(α) =
α

σ2 · exp (−
1

2·σ2 · α2),          (19) 

где σ>0 – параметр масштаба, α ≥ 0. 

Распределение Накагами с функцией плотности вероятности 

ρ(α) =
2·mm

Γ(m)·Ωm α2m−1 · exp (−
m

Ω
· α2),          (20) 

где m ≥ 0.5, Ω>0 и α > 0. 
Усеченные нормальные распределения с односторонним усечением слева в точке 0 и с двусторонним 

усечением. 

Подстановка функций (13)-(20), описывающих плотности вероятностей распределений, в выражение 

(8) задает дробные интегралы (7) с соответствующим распределением случайной величины – порядка 

интегрирования. 

Использование методов теории вероятностей позволит построить последовательную теорию 

интегралов и производных распределенного порядка для различных распределений случайной величины 

α.  

К настоящему моменту, в научной литературе изучение свойств интегралов и производных 

распределенного порядка методами теории вероятностей не производилось. Статей, в которых бы 

изучались свойства интегралов и производных для различных видов распределений, пока нет. Работы по 

теории интегралов и производных распределенного порядка посвящены главным образом вопросам 

применения этого математического аппарата. Математически последовательные и строгие рассмотрения 

различных видов распределений порядка интегрирования с позиций теории вероятностей до сих пор не 

производились. Эта направление математической науки ждет теоретико-вероятностных исследований. 

Отметим, что изучение дробных интегралов и производных распределенного порядка имеет важное 

прикладное значение для описания различных процессов в физике, экономике, и технических науках. 

Сейчас в этой области необходимы математические результаты, основанные на применении методов 

теории вероятностей. 
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